
 
 

 

 
 

 

 

2140 زمستان، 2م، شماره هشتهیدروژئولوژی، سال   

Hydrogeology, Volume 8, No. 2, Winter 2024 

با   ای و شعاعی در مقیاس گرانرویدوبعدی کرنش صفحه  هیدرولیکی هایانتشار ترکی مقایسه  

   رویکرد تحلیلی

 2اکبر گلشنیعلی ،*1علی عسگری

 استاديار، گروه مهندسي عمران، دانشکده مهندسي و فناوری، دانشگاه مازندران، بابلسر، ايران.  -1

 مکانیک خاک و پي، دانشکده مهندسي عمران و محیط زيست، دانشگاه تربیت مدرس، تهران، ايران. دانشیار، گروه  -2

 a.asgari@umz.ac.ir* نويسنده مسئول:  

 

 03/1403/ 15تاريخ پذيرش مقاله:     02/01/1403تاريخ دريافت مقاله: 

 چکیده

های مختلفي نظیر گرانروی، جرم مخصوص سیال و سختي محیط در فرآيند رشد شکست هیدرولیکي تاثیر دارند. اين  فراسنج 

ها تاثیر بیشتری داشته باشند؛ در نتیجه منجر  ندارند و ممکن است يک يا چند تا از فراسنجها اثرات يکساني بر چگونگي رشد  فراسنج

ها عبارتند از: اول:  شوند که مهمترين آن ها بر اساس روند هدر رفت انرژی نامگذاری ميبه يک يا چند رژيم خاص خواهد شد. رژيم

شود دوم: رژيم گرانروی که بیشترين دلیل سختي اتلاف ميشکافتن سنگ بهرژيم سختي که بیشترين انرژی تزريق سیال از طريق  

ترک است. در اين پژوهش به بررسي رشد ترک هیدرولیکي با شکل    داخل  اتلاف توان ورودی سیال ناشي از حرکت سیال لزج و در

شود. سیال  و شعاعي در يک محیط سنگي شکننده )کشسان( پرداخته مي  ایترک دوبعدی کرنش صفحههندسي مختلف از قبیل  

شود. هدف  شود و همچنین رشد ترک در قالب مکانیک شکست خطي کشسان بررسي ميصورت غیرقابل تراکم و نیوتني فرض ميبه

نتايج نشان مي اثرات هندسه ترک است.  به  اين بخش، دستیابي  برای حل معادلات  دهد که روشاز  ارائه شده  های شبه تحلیلي 

ای های صفحههای زودهنگام از فرآيند شکست هیدرولیکي، ترککافي و سرعت همگرايي بالا برخوردار است. در زمانهمبسته، از دقت  

شدت از های بهای سکهرشد ترک  سرعت  های بعدیاما در زمان  ،ای شکل دارندی سکهها با هندسهرشد سريعتری نسبت به ترک 

ای شکل بیشتر است و همین امر باعث شد که در  ای از ترک سکه ترک صفحه عرض  گیرند. میزان بازشدگي  ای پیشي ميترک صفحه 

 رژيم گرانروی میزان رشد آن کاهش چشمگیری داشته باشد.

 . ، شکست هیدرولیکيتحلیليشبه، رژيم گرانروی، روش ای، ترک شعاعي ترک دوبعدی کرنش صفحه  :های کلیدیواژه 
 

 

 مقدمه

مخزن  محیط زيرزمیني،  متخلخل  سنگي  سیالات  های 

آب  همچون  زيرزمینيارزشمندی  گاز  های  و  مايع  گاز  نفت،   ،

باشند که دسترسي به اين مخازن از طريق حفر چاه طبیعي مي

به منظور تحريک مخزن که به افزايش استخراج   گیرد.صورت مي

  شود، استفاده از روشبرابری منجر مي  5تا    2نفت و گاز حدودا  

است.   کاربردی  بسیار  هیدرولیکي  شکست کاربرده شکست  ای 

تنها به صنعت نفت محدود نشده و   هايي  در زمینههیدرولیکي 

 سنگ در کربنیک  گاز زمینير زي نگهداری مخازن  ايجادهمچون  

،  ها هنیروگا مغار جمله از زيرزمیني و بزرگ هایسازه طراحي،  نمک

 آب، هایتونل احداث سدسازی، عملیات در  برجا هایتنش تعیین

mailto:a.asgari@umz.ac.ir


    

95 

 

2140 زمستان، 2م، شماره هشتهیدروژئولوژی، سال   

Hydrogeology, Volume 8, No. 2, Winter 2024 

 منظور  به معادن طراحي،  (Detournay et al., 1989)  معدني  و راه

،  گاز نشت  از ناشي حوادث  با مقابله يا و استحصال خطرات کاهش

  معدني  و زمینيرزي هایآب منابع شگستر و فکش

(Economides et al., 2000)چاه احیا  با  ،  هیدروکربني  های 

  منظور  به زيست محیط صنايع،  (Yu et al., 2023)عملکرد بالا  

 زائد مواد دفنو    (Frank and Barkley, 1995)   روند بازيافت زباله

 Abou-Sayed et al., 1989; De Laguna)  محیطي زيست مضر و

et al., 1968)  ،خطرات کاهش و زلزله رخداد امکان بیني پیش 

 He et al., 2023; Hui et)  ساز دست هایلرزه پیش ايجاد با آن

al., 2023; Rutledge et al., 2004; Shan et al., 2023)  ،صنايع 

  گرمايش زمین انرژی استحصال در استفاده مانند آينده انرژی

(Bunger et al., 2013; Nygren and Ghassemi, 2006; Xue 

et al., 2023  ;  و    یعلو  ;1402،  و همکاران  سراسکانرود  یاصغر

 نیز کاربردی است. (1398، همکاران

روش از  يکي  هیدرولیکي،  شکست  عملیات  و  در  پرکاربرد  های 

داخل   به  فشار  با  خاصي  سیال  ژئومکانیک،  مهندسي  در  ويژه 

شود؛ اين فشار تا زمان ايجاد  قسمت محصور شده از چاه پمپ مي

باز شدن آنشکستگي يا  و  يافت.  های جديد  افزايش خواهد  ها 

مورد نیاز جهت گسترش شکستگي و مدت زمان ادامه  فشار سیال  

ها، به تنش حاکم برجا، دبي جريان، گرانروی و ماند  يافتن ترک

و مخزن  بین  فشار  اختلاف  نفوذپذيری    سیال،  و  سختي  چاه، 

و غیره بستگي دارد. مسلما همه پارامترهای اشاره شده    ،محیط

از   پارامترها  اين  از  برخي  وقتي  نیستند.  يکسان  اهمیت  دارای 

ب به  نسبت  بیشتری  رژيم اهمیت  به  منجر  باشند  برخوردار  قیه 

مي رژيمخاصي  انرژی  شوند.  رفت  هدر  مکانیزم  اساس  بر  ها 

مينام مهمگذاری  که  آنشوند  هیدرولیکي  ترين  شکست  در  ها 

اول: رژيم سختي که بیشترين هدر رفت انرژی تولید   ؛عبارتند از

شده ناشي از تزريق سیال در فرآيند شکست هیدرولیکي، مربوط 

انرژی   به فراسنج سختي محیط )سنگ( است و در اين صورت 

هدر رفت ناشي از گرانروی ناچیز است. دوم: رژيم گرانروی که  

انرژی مي شود.  مقاومت سیال در مقابل جريان باعث هدر رفت 

الگو است که  آسانبديهي  رژيم خاص  تحلیلي در يک  تر  سازی 

 خواهد بود.

 
1 semi-analytical method 
2 benchmark 

-های فراواني بر روی الگوتلاش  پژوهشگرانهای اخیر،  طي دهه

دا انجام  هیدرولیکي  فرآيند شکست  بعد  دهسازی  بخش  در  اند. 

تلاش اين  از  زمینهبرخي  در  مطالعات  و  الگوها  های  سازیهای 

شده فهرست  هیدرولیکي  اين  شکست  از  مهمي  بخش  اند. 

روشپژوهش گسترش  به  مختص  شبه  ها  يا  و  تحلیلي  های 

Advani et al., 1990; Clifton and Abou-)است    1تحلیلي

Sayed, 1981; Ingraffea and Boone, 1988; Shah et al., 

1997; Sousa et al., 1993)روش با  بررسي  يا  .  و  تحلیلي  های 

روی يک شکست بر  تحلیلي  با هندسه ساده    هیدرولیکي  نیمه 

برجای  ای يا ديسک شکل( در يک سنگ هموژن با تنش  )صفحه

سازی رياضي مسئله يکنواخت پیچیده است که به طبیعت الگو

و ممکن است برای دستیابي به   (Garagash, 2006)  گرددبرمي

حل ايدهيهاچنین  به  نیاز  شکست ي،  رشد  فرض  و  سازی  آل 

ها،  هیدرولیکي در يک رژيم خاص باشد. با وجود اين محدوديت

آل سازی شده از دو جهت اهمیت دارند: اول اينکه  های ايدهالگو

های عددی  ها و روشسازیبرای مقايسه با شبیه  2ها معیاریآن

فراسنج اثرات  بررسي  برای  ابزار  يک  اينکه  دوم  و  های هستند 

 مختلف در يک رژيم خاص هستند.

الگو شکست  امروزه  رشد  بررسي  منظور  به  متنوعي  های 

-سهالگوی دوبعدی، شبهاست که شامل  هیدرولیکي مطرح شده

های تحلیلي  مسئله را با جنبه  پژوهشگرانبعدی است.  بعدی و سه

فرض با  و  عددی  دوبعدی و  مختلف   ;Abe et al., 1976)  های 

Geertsma and De Klerk, 1969; Nordgren, 1972; Perkins 

and Kern, 1961; YuP and Khristianovitch, 1955)    سه و 

 ;Settari and Cleary, 1986; Simonson et al., 1978)بعدی  

Warpinski and Smith, 1989)  الگو بیشترين  -بررسي کردند. 

پژوهش   ايي ه در  مورد  که  هیدرولیکي  شکست  با  مرتبط  های 

 3عبارتند از: الگوی کرنش مسطح دو بعدی  گیرداستفاده قرار مي

(Geertsma and De Klerk, 1969; YuP and 

Khristianovitch, 1955  ;   و    یعسگر  ;1394،  يگلشنو    یعسگر

،  ی و همکارانعسگر  ;1399، ي گلشنو  یعسگر  ;1398، يگلشن

 Abe et al., 1976; Bunger)  4ای شکل يا ديسکي، سکه  (1395

and Detournay, 2005, a; Hu and Wang, 2024; Lecampion 

and Desroches, 2015; Ma et al., 2024; Savitski and 

3 Khristianovic and Zheltov; Geertsma and de Klerk (KGD or 

KZGD) 
4 penny shape or radial 
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Detournay, 2002)  5ای يا انگشتي شکلو تیغه  (Adachi and 

Peirce, 2008; Asgari, 2022; Kovalyshen and Detournay, 

2010; Nordgren, 1972; Perkins and Kern, 1961; 

Sarvaramini and Garagash, 2015  ;  يگلشن  و  یعسگر ،  

1400). 

 پیشینه پژوهش

های تحلیلي يا نیمه تحلیلي، ذکر کارهای اولیه  در میان الگو

 Barenblatt, 1959; Geertsma and De) انجام شده در مراجع  

Klerk, 1969; Geertsma and Haafkens, 1979; 

Khristianovic and Zheltov, 1955; Nordgren, 1972; 

Perkins and Kern, 1961)    .است برخوردار  خاصي  اهمیت  از 

را مورد توجه    1شکل  های ساده در  يـکي از الگو  پژوهشگرانايـن  

ای را در مورد متغیرهای  کنندهقرار دادند، اما فرضیات بسیار ساده 

کردند.   استفاده  سیال  فشار  و  ترک  بازشدگي  بالاخص  مساله 

الگو اين  از  بـرخي  نوشتهمجموعه  در  را   ,Geertsma)های  ها 

1989; Mack and Warpinski, 2000; Naceur and 

Economides, 1989) توان پیدا کرد. نیز مي 

-يک راه  (Spence and Sharp, 1985)اسپنس و همکارانش  

خودمتشابه ح ترک    6ل  گسترش  بررسي  يک   KGDبرای  در 

ها  ارائه کردند. آن  7محیط کشسان نفوذ ناپذير با سختي محدود 

معادله همچون  همبسته  معادلات  تعیین  سیال   یبا  جريان 

روانسازی،   نگره  از  استفاده  با  ترک  در  ناپذير  تراکم  ويسکوز 

الگوسازی   یمعادله برای  مسطح  کرنش  حالت  در  کشساني 

رشد ترک با    یبازشدگي ترک تحت توزيع فشار مشخص، رابطه

برای بازشدگي ترک و معیار    8نوکاستفاده از حد ريشه دوم در  

IC،  10با استفاده از فاکتور شدت تنش   9رشد ترک IK K= مساله

 را تحلیل کردند. 

اسپنس و شارپ   ، (Spence and Sharp, 1985) به دنبال روش 

حالت   (Carbonell, 1996b)کاربونل   برای  خودمتشابه  حل  راه 

مجانبي سختي صفر معرفي کرد. اين حل بر اساس روشي است  

نامیده    11SCR،   (Desroches et al., 1994)که حل نوک مجانبي 

شود. در اين روش رفتار مجانبي بازشدگي و فشار در نزديکي  مي

 ترک تشريح شده است.نوک 

 
5  fingerlike crack 
6 self-similar solution 
7 finite toughness 

8 square-root tip asymptote 

9 propagation condition 

10 stress intensity factor 

 Spence and)  و شارپاگرچه يک روش عددی توسط اسپنس  

Sharp, 1985)     برای حل مسئله در يک رژيم مابین سختي و

بازبیني شد    (Adachi, 2001)گرانروی ارائه و بعدها توسط آداچي  

تر شدن تحلیل مسئله، آن برای ساده  پژوهشگرانولي بسیاری از  

های سختي )هدر رفت انرژی ناشي از يکي از رژيمي  صورتبه را  

يا گرانروی   (Garagash, 2006)چقرمگي يا سختي بالای سنگ(  

 Garagash and))هدر رفت انرژی ناشي از گرانروی بالای سیال(  

Detournay, 2002; Nilson, 1981; Spence and Sharp, 1985 )  

 در نظر گرفتند.  

Savitski and Detournay, 2002  خود حل  برای  راه  را  متشابه 

ای شکل در محیط کشسان نفوذ ناپذير  مساله گسترش ترک سکه 

کار گرفت. اين راه حل بر اساس با سختي صفر و سیال نیوتني به

است، با اين مفهوم   (Spence and Sharp, 1985)روش اسپنس  

که در اين راه حل، فشار و بازشدگي به صورت يک سری از چند  

ها باهم فرق  شود که ضرايب اين سریای ژاکوبي بیان ميجمله

 ,Spence and Sharp)حل با حل اسپنس کنند. البته اين راهمي

. همگرايي  متفاوت است  (Carbonell, 1996b) و کاربونل    (1985

عددی اين روش به طرز چشمگیری خوب است زيرا توابع پايه 

بازشدگي برای بسط سری و  از    صورتبه  های فشار  يک به يک 

کشساني مربوط نیستند. )برای جزئیات بیشتر به   یطريق معادله

 Savitski and Detournay, 2001; Savitski and)مراجع  

Detournay, 2002) ).مراجعه شود 

Garagash, 2000  راهي شونده ک  مجانب  خودمتشابه  را   12حل 

صفحه ترک  گسترش  نفوذ    KGDای  برای  کشسان  محیط  در 

و ثابت بودن نرخ تزريق   13ناپذير و با فرض در حالت سختي بالا 

سیال )سیال نیوتني( ارائه کرد. در اين راه حل بازشدگي ترک با  

دوم  ريشه  حد  از  تکینگي    14استفاده  تابع  از  نوک  در  فشار  و 

تعیین    صورتبه  15لگاريتمي حاکم  معادلات  ديگر  با  همبسته 

 گرديد. 

Esfandiari and Pak, 2023    حل  نیب  ،یاسهيمقابا   ی هاراه 

تحل  یعدد دا  PKNو    KGD  هایمدل  ي لیو  راه  دن نشان  که  د 

 اثرات  يدر نظر گرفتن ناکاف   لی ممکن است به دل  يلیتحل  یهاحل

11 tip asymptote 

12 asymptotic self-similar solution 

13 large toughness 

14 square-root asymptote 
15 logarithmic singularity 
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پ   یتنش درجا دقت کمتر باشند.  اعمال  شد که    شنهادیداشته 

اصلاحي   م   پاسخ  نیتخم  گامهنضريب    ش ينما  توانديمدل 

 کند.  جادياز اثرات تنش درجا ا یترقیدق

Dontsov, 2016  تقر   يک اثرات   یبرا  يبيراه حل  کردن    لحاظ 

گسترش ترک  بر    حاکم   ،و نشت  سنگ   يچقرمگ   ال،یس  گرانروی

و  کرد.    ارائهشکل    ایسکه  ژانگ  توسط  شده  انجام  کارهای 

ترک    (Zhang et al., 2002)همکارانش   گسترش  با  رابطه  در 

است. هیدرولیکي سکه ارزش  با  آزاد  به سطح  نزديک  ای شکل 

کاربرد اين کار در حفاری معادن در عملیات معدنکاری در مقیاس  

مي همچنین  بزرگ  همکارانباشد.  و   ,.Zhuang et al)  ژانگ 

ه  کي  (2023 شکست  شکل  سکه  يکیدرولیمدل  معرفای    يرا 

  ، لايه  بیو شمحیط    يسخت  ه،یتنش اول  دانیکردند که اثرات م

 . گیردرا درنظر مي ينیرزميز يشناسنیزم طیدر مح

از مخازن زمین  استخراج گرما  اهمیت است که  نکته قابل  اين 

مي انجام  کم  گرانروی  با  سیال  تزريق  توسط   شودگرمايي 

Garagash, 2006))  رژيم آزمايشگاهي،  شرايط  در  همچنین   .

حاکم همواره سختي محیط خواهد بود حتي اگر يک سیال بسیار  

به گرفته شودگرانرو  اين  (Bunger et al., 2005)   کار  بنابراين   .

تحلیل ارتباط  هیدرولیکي  شکست  در  بدست    الگوی  کاربردها 

مي  آمده تضمین  سختي  رژيم  در  الگورا  تحلیل  کند.  و  سازی 

ترک انتشار  و  رشد  شامل  بهمسائل  هیدرولیکي  دلیل های 

بالای از درجه  غیرخطي  بین سیال و محیط )مانند     اندرکنش 

 سنگ يا خاک( و شرايط مرزی پیشرونده بسیار پیچیده است.

Ismail and Azadbakht, 2024   نوع انتخاب  بر  مروری 

و مدلشبیه  با  سازی عددی  تحلیلي شکست هیدرولیکي  سازی 

  ي شناسنیزم  ،يکیژئومکان  طيشراهايي نظیر  تاثیرپذيری فراسنج

انواع مختلفي از الگوهای  ها  آن.  انجام دادند  الاتیس  کیناميو د

انتخاب  دهد که  ترک را مورد بررسي قرار دادند. نتايج نشان مي

ه  یسازه یروش شب به جنبه خاص مورد    يکیدرولیدر شکست 

خود    یهاتيدارد که هر کدام نقاط قوت و محدود  ي مطالعه بستگ

 را دارند.

در اين نوشتار برای حل در مقیاس گرانروی از يک روش نیمه  

مي استفاده  و تحلیلي  اسپنس  توسط  آن  اولیه  روابط  که  شود 

توسط    (Spence and Sharp, 1985)شارپ   بعدها  و  شد  ارائه 

 Garagash and)و دتورني    و گاراگاش  (Adachi, 2001)آداچي  

Detournay, 2002)    ترک ساوتسکي  KGDبرای  دتورني   و    و 

(Savitski and Detournay, 2002)   توسعه شعاعي  ترک  برای 

mی داده شد. اين بررسي برای محدوده 1K16 (سختي   فراسنج

اثرات اين دو نوع  .اعتبار دارد  (در رژيم گرانروی الگو بر   سپس 

پاسخ مورد  روی  دقیق  صورت  به  هیدرولیکي  تزريق  تحت  ها 

 گیرد. ارزيابي و مقايسه قرار مي

 بندی ریاضی مسالهفرمول

 تعریف مسئله 

)طول هب  1شکل  ترک هیدرولیکي مطابق با   )2 t   در يک

، ضريب پواسون Eمحیط سنگي همگن و شکننده با مدول يانگ 

   و چقرمگيICK  هایدلیل تقارن ترکهشود. بدر نظر گرفته مي  

شکل  صفحه  )مطابق  کرنش مسطح  و-1ای  و ب(   ایسکه  الف 

کرد.  توان نیمي از الگوی ترک را در تحلیل منظور  مي ج(  1)شکل  

گرانروی با  دبي   سیال  با  )و  )Q t  مي اين تزريق  تزريق  شود. 

داخلي  فشار  باعث  )سیال  ),fP x t  مي ترک  سطوح  با در    شود. 

قرار دارد؛ در   0توجه به اينکه محیط تحت تنش محدود کننده  

)نتیجه فشار خالص در دامنه ترک برابر با ) ( ) 0, ,fP x t P x t = − 

برای تعیین    (LEFM)است. نگره مکانیک شکست کشسان خطي

)بازشدگي ترک  ),w x t فشار خالص ،( ),P x t   و رشد ترک( )t 

شود. کار گرفته ميبه xو مختصات محلي  tبر حسب زمان

 

 
16  M-vertex solution 
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 . دو الگوی متداول شکست هیدرولیکي از منظر هندسي -1شکل 

Figure 1- Two common patterns of hydraulic fracture from a geometric point of view. 

 حاکم  معادلات

 کشسانی  یمعادله

کشساني، بازشدگي ترک را با فشار خالص سیال    یمعادله

رابطه يک  با  ترک  مي  یداخل  مربوط  رابطهانتگرالي   یسازد. 

انتگرالي   یو به صورت يک معادله   1  یانتگرالي به شکل رابطه 

منفرد است. فرض رابطه اينست که ترک به شکل شبه استاتیکي 

 .(Sneddon et al., 1969) کند رشد مي

(1) 
( ) ( )

( )

( )

1

0
0

0 2 2 2

,
, , , ,

2

2D , , , ,
1

f n

w tE x
P x t P x t M d

x s E
M E


  

 


   

  

  
 = − = −    


  → = = = =

 − −



 

 
( )

( )

2 2

1 2 2 2 2

2

1 2 2 2

1
, ,

Radial

, ,

M

M

  
   

    

 
   

  

     
 = +     

 −    
→ 

   =    −  

K E

E

 

آن   در  انتگرال   sکه  جهت  کمکي  متغییر  تعريف يک  گیری 

رابطه  یرابطهشود.  مي يک  فوق  کوشيانتگرالي  انتگرالي    17ی 

  18کامل نوع اول   یضویب  ه ترتیب انتگرال ب  Eو   Kاست که در آن

 است.  19دوم کامل نوع  یضویانتگرال ب و

 
17 Cauchy principal value 
18 complete elliptic integral of the first kind 
19 complete elliptic integral of the second kind 

مي  یمعادله را  برهمفوق  اصل  با  جابجايي توان  لبهنهي  ای های 

ترم   20يافتهجهش ترکیب  که  آورد  wبدست  s     چگالي

ترم    21جابجايي  کوشيکرنل    Mو   Bilby and)  است  22ساده 

Eshelby, 1968)  توسط سندون و   1  یاز معادله. شکل معکوس

صورت زير ه ب ( Sneddon et al., 1969)  1969لونگراب در سال  

 ارائه شد.

(2) 2

0

0 2D2
( , ) , ( , ) ,

1 Radial

n n
n

n

x s
w x t G P s t s ds n

E 

+ −  
= =     


 

 
( )

( )

( )

2 2

0
2 2

2 2
1

1 2 2

2 2
1

1 2 2

1 1
2D , ln

1 1

11
, sin , ,

1
Radial

11
, sin , ,

1

G

G F

G F

 
 

 

 
   

  

 
   

  

−

−

 − + −
 → =
 − − −

    −

   = 
 −   

→ 
   −

  =     −   

 

 حرکت سیال  یمعادله

شود که حرکت سیال در جهت رشد ترک امتداد  فرض مي

يابد و جريان سیال در ترک آرام و سیال غیر قابل تراکم است.  مي

20 superposition of climbing dislocation 
21 dislocation density 
22 simple Cauchy kernel 

(a) (b) 

(c) 

https://en.wikipedia.org/wiki/Cauchy_principal_value
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و با استفاده    x  جريان يک سويه در جهت  یصورت معادلهدر اين

معادله نیروی  -ناوير  یاز  از  نظرکردن  صرف  فرض  با  استوکس 

ثقلي(،   )شتاب  مي  صورتبهوزني  بیان   ,Batchelor)  شود زير 

1967; Nilson, 1981; Ockendon, 1995; Shapiro, 1954) : 

(3) 2 2

2

1 1

2

fx x x
Pv v v

t x x y




   
+ = − +      

 

گرانروی سیال هستند.      جرم مخصوص سیال ، و     که در آن

در سطوح ترک برابر با    xفوق، اگر سرعت در جهت    یدر معادله

توان نتیجه گرفت  ناوير استوکس مي  یصفر است. از حل معادله

مرتبه دوم  صورت يک تابع سهمي از  که سرعت در همین راستا به

( مرجع  ه باست  در  مثال  شده  (Batchelor, 1967)طور   اشاره 

است(. با صرفنظر کردن از ترم سمت چپ و يا ناچیز فرض کردن  

 شود: صورت زير ساده ميبه یاثر ماند معادله

(4) 
2

2
0

f x
P v

x y


 
+ =

 
 

شود و سرعت  شکل فرض ميدر اين حالت تابع سرعت سهمي  

)در سطوح ترک برابر صفر باشد  
2 20, 0x y w x y wv v=− == آنگاه  (،  =

آيد که آن معادله را  زير درمي  یصورت رابطه ، به9-2های  رابطه 

 :(Batchelor, 1967)  نامند، مي 23تقريب يا الگوی روانسازی

(5) 22 2
2 2

2

1 1
,

2 4 2 4

f x

x x

P vw w
v y v y

x y

    
= − − = −   

    

 

رابطبا   ترک   5ی  هجايگذاری  طول  واحد  برای  جريان  نرخ  در 

KGD   شعاعي ،   و
2

2

w

x
w

q v dy
−

= خواهیم    24پويزني  ی، به معادله

 رسید.

(6 ) 
23

2 2

12
,

12

xvw P v
q

x y w


= − =

 
 

 سیال يا فلاکس عبوری است.نرخ جريان  qکه در آن

 پیوستگی و قانون بقای جرم یمعادله

بقای قانون  با  ترک  در  سیال  اندازه حرکت    جريان  و  جرم 

شود. مطابق با قانون بقای جرم برای يک سیال غیرقابل  مدل مي

)تراکم، حجم سیال ورودی يا تزريقي )V t    با حجم باز شده ترک

 برابر است: 

 
23  Lubrication approximation or lubrication model 

(7) ( )

2

0
0 0

2

1
0,

, ( ) 2

n

n

w
t

n n

x

w

x q w

x tx

q v dy vw V t Qdt Q t wx dx
−

 
+ =

 


= = = = =


  

 

)  که در آن ),v x t  سرعت متوسط سیال در طول ترک است و ،

ترک نوک  در  سیال  )سرعت  ),v x t=  در رشد  سرعت  با  برابر 

dنوک ترک dt  مقدار پس افتادگي سیال  که  است؛ در صورتي

 صفر باشد. 

رينولدز    ی، معادله7  یدر رابطه   6پويزني    یمعادلهبا جايگذاری  

 آيد: مي صورت زير بدستبه

(8) 31
, 12n

n

w P
x w

t xx x
 



   
= =    

 

 شرایط اولیه و مرزی 

 شرایط مرزی در نوک ترک 

نرخ جريان سیال يا فلاکس عبوری و بازشدگي ترک در نوک  

xترک =  .در تمام لحظات برابر صفر است 

(9) 0, 0, .w q x= = =   

0qبا استفاده از شرط   ، در نوک ترک داريم:=

(10) 3 0, .
p

w x
x


= = 


 

 شرایط اولیه و مرزی در محل تزریق 

تزريق محل  0x  در  سیال = جريان  ناپیوستگي   نرخ  يک 

 متقارن فرض کرد: صورتبهتوان مسئله وجود دارد که مي

(11) ( ) 0

0
lim ,

2

n

nx

Q
x q x t

→
=  

شود. از آنجايي  ، دبي سیال، با نرخ ثابت تزريق مي0Qکه در آن  

به   0wکه   نسبت  تغییرات فشار  و  نتیجه گراديان  در  است 

 شود: صورت زير بیان ميطول در محل تزريق به

(12) 
0 0

0.
x x

P P

x x
+ −= =

 
= 

 
 

 شود: صورت زير داده ميشرايط اولیه مسئله به

(13) 0, 0, 0, 0.w P t= = = → =  

24  Poiseuille equation 
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شکست  مکانیک  با  در    الاستیک  مطابق  تنش  مصالح،  خطي 

ی حدی  و بازشدگي ترک با يک رابطه 25نزديکي ناحیه نوک ترک 

 :(Rice, 1968)  شودميريشه دوم بیان 

(14) 3 28 8
( ) , ,

2 2

I

IC

K
w x O x x K K

E 
  = − + − →  = 

 

بازشدگي    IKکهدرجائي يا  برای مود يک و  فاکتور شدت تنش 

از فشار بیان را بهتوان آناست که مي انتگرالي  صورت يک تابع 

 : (Adachi et al., 2010; Rice, 1968) کرد

(15) 
0 2 2

2 n

I n

P
K x dx

x
=

−
  

با   است.  نیاز  ترک  رشد  معیار  برای  ديگری  اضافي  فرض  شرط 

استاتیکي گسترش مياينکه ترک به اين شرط  شکل شبه  يابد، 

 شود: صورت زير بیان ميبه

(16) 0I ICF K K= − =  

مساوی صفر    Fچقرمگي محیط است. اگر مقدار ICKکه در آن  

 رشد خواهد کرد.  26باشد ترک در حالت تعادل حدی 

 مقیاس سازی 

پژوهش مقیاس برپايه  پژوهش  اين  در  اولیه  هایسازی 

مفهوم اصلي آن اين است است که    (Detournay, 2004)  دتورني

نفوذناپذير    که و  در محیط شکننده  هیدرولیکي  ترک  گسترش 

ی يک مقیاس يکتا مانند زمان يا طول باشد  تواند فقط بر پايهنمي

ها  ای باشد که در برگیرنده انواع رژيمبه گونه  آن  بلکه بايد قوانین

رژيم بین  ارتباط  و  باشد  ترک  رشد  در  در  کند.  تضمین  را  ها 

0Qفراسنج مهم از قبیل: دبي تزريق  5معادلات حاکمه ذکر شده  

کرنش صفحه  ، سیال Eایمدول کشساني  گرانروی   ،  جرم  ،

سیال  محیطمخصوص  چقرمگي  تنش   ICKو  دارد.  وجود 

محیط به  0برجای  فقط  اينجا  برای  در  مبنا  سطح  يک  عنوان 

های شود. با مشخص شدن فراسنجفشار سیال درنظر گرفته مي

-تابعي از فراسنج  ترک، توان گفت که طول نیمموثر مسئله، مي

 های معرفي شده است. 

(17) ( )0, , , , , .t Q E K   =  

 
25 near-tip region 
26 limit equilibrium 
27 dimensional analysis 

توان ثابت کرد مي  (Barenblatt, 1996)27مطابق با تحلیل ابعادی 

و تابعي   28Lضرب مقیاس طول حاصل   صورتبه ترک  که طول نیم

2بعد  از سه فراسنج بي 1,    3و باشد. مي 

(18) ( )1 2 3, , .L=     

2  که در آن 1,     3و    هستند  تابعي از پنج فراسنج اصلي و زمان

يک ضريب طول مقیاس شده يا بدون بعد است. با توجه به    و

يک بعدی بودن مسئله و داشتن يک محور مختصات متحرک، 

به صورت   29ایمشتقات مکاني و زماني، باتوجه به قاعده زنجیره

 شود:زير تعیین مي

(19) 1
,x x

x L t t
  

  

    
= = −

    
 

. برای  داردکه در آن علامت ).( اشاره به مشتق نسبت به زمان  

-استفاده مي  Lبعد کردن بازشدگي ترک از طول مقیاس شده بي

 شود.

(20) ( ) ( )1 2 3, ; , ,ww x t L =      

با  Lبه عنوان يک فراسنج کوچک است چراکه    wکه درآن  

1wهستند و مرتبه  هم  يکي از فرضیات مسئله است. تابع

  طور مشابه فشار خالص  هبعد است. ببیانگر میزان بازشدگي بي

 مقیاس کرد.   Eتوان با استفاده از مدول کشساني ، را ميPسیال،

(21) ( ) ( )1 2 3, ; , ,pP x t E =      

دهد  نشان مي  وه عنوان يک فراسنج کوچک است  ب  pکه درآن  

1P E   تابع   . همچنیناست  بیانگر میزان فشار خالص بي-

توان ثابت کرد  بعد است. با در نظرگیری نگره کشساني خطي، مي

مرتبه هستند. بنابراين آن را معادل   هم  pو   wکه دو فراسنج  

w  دهیم، يعني؛ارز هم قرار مي و هم p  =  . 

 شود:بعد ميزير مقیاس و بي یهمچنین نرخ جريان از رابطه 

(22) ( ) ( )0 1 2 3, ; , ,q x t Q =      

 در آن نرخ جريان بي بعد است. که 

 معادلات حاکم بدون بعد شده

جرم:  یمعادله • بقای  و  بعد  بي  یمعادله  اندازه حرکت 

 .هستند  8و  7 بطواشده ر

28 length scale 
29 chain rule 
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(23) 3
3

2

1 n

n

tt Lt Lt E t
t

L L

 
 

      

        
+ + − + =      

      

 

(24) 1

2 1

0

0

2 d .n n n nL Q t    + +  =  

  2و    1بط  واربعد شده  بي  ی: معادلهکشساني  یمعادله •

 هستند.

(25) ( )  ( ) ( )

( ) ( )

1

0

2
1

0

1
, , , ,

2

2
, , ( , ) ,

n

n
n

n

t t M d

t G t d

    
 

      


+


  =  = −



    = 





L
 

انتشار ترک • و    14بط  واربعد شده  بي  ی: معادلهمعیار 

 هستند.  15

(26) ( ) ( )

( )

1 2 3 21 2

k1 2 1 2

17 2
1 2

k 1 2

0

1 1 , 1, G

,
2

G
1

n

K K
O

E L E L

d

   
 

  
 

    = − + − → =   
 
 =
 −



 

kGبي بعد   سه گروه , Gv  و  μG    صورت  به  26تا    23در معادلات

 شوند: زير بیان مي

(27) 0

k μ2 1 2 3
G , G , G .v n

Q t K

L L E t E



  +


= = =

 
 

Gکه   v  بعد سیال ذخیره شده ناشي از  مربوط به گروه حجم بي

به گرانروی   μG  و   kGتزريق است. دو گروه   به ترتیب مربوط 

بعد شده هستند که ارتباط  سیال و سختي محیط در حالت بي

انرژی توسط گرانروی سیال و سختي   اتلاف  با فرآيند  مستقیم 

طور معمول در هر رژيم همحیط در روند گسترش ترک دارند. ب

انرژی   اتلاف  گروه  يک  و  سیال  ذخیره  از  گروه  يک  گسترش، 

صورت کمیت مربوط  نسبت به گروه مشابه غالب است که در آن

بعد نسبت  های بيی کمیتبه گروه غالب برابر يک فرض و بقیه

شوند. از آنجايي که در مسئله اشاره شده فقط  ها تعیین ميبه آن

دهیم  را برابر يک قرار ميگروه از ذخیره سیال وجود دارد، آنيک  

(1 2

0G 1n

v Q t L − − −= اين در  که  کوچک (  فراسنج  صورت 
2

0

nQ tL − مي  =− بیشتری  تعیین  انرژی  اگر  ادامه،  در  گردد. 

بواسطه بالا بودن گرانروی سیال نسبت به مقدار سختي محیط 

برابر    μGصورت رژيم گرانروی حاکم است و  اتلاف شود در اين

مي درنظرگرفته  فراسنجيک  و  باقیمانده شود  اين    30های  با  نیز 

از بزرگي  فرض تعیین مي انرژی ورودی ناشي  شوند. اگر بیشتر 

سختي محیط اتلاف شود، آنگاه رژيم سختي حاکم است که در  

 
30 evolution parameters 

صورت اين
kG  کمیت از  يکي  حذف  با  است.  يک  در  برابر  ها 

بي ميمعادلات  قادر  را  ما  شده،  مسئله  بعد  که   صورت بهسازد 

 خاص مورد بررسي قرار گیرد.  

tLدر نهايت  L ،t    وt     توان با  را مي 26و    23در معادلات

 زير جايگزين کرد.  یکارگیری رابطه هاپراتور زمان مطابق با ب

(28) k m

k m

k k m m

G G
G G

G G G G

t t
t

t

     
= +           

 

های مقیاسي به منظور که در آن علامت نقطه در بالای فراسنج

 است. tمشتق آن نسبت به زمان

 مقیاس گرانروی 

رينولدز آشکار    یمقیاس فراسنج گرانروی در معادلهدر اين  

μGنیست و با قرار دادن يک بجای  1    معادلات مقیاس شده در

 شود. در اين صورت داريم:رژيم گرانروی حاصل مي

(29) 
12

3 4 3 63 6
0

m m, L

n

nn Q t EtE


 

+

+− −   
= =         

 

انديس  )که  )m    مقیاس از  بیانگر  استفاده  با  است.  گرانروی 

-در حالت رژيم گرانروی به  kG  ، کمیت27  یهای رابطهفراسنج 

 شود: ورت زير تعريف ميص

(30) ( )

1

3 3 2 2 3 6
0

k m 2 4 9
G ,

n n

n n

Q
K

t E

 + − −

− −

 
= =    

K  

آن   در  است.  فراسنج  mKکه  گرانروی  رژيم  در  سختي  های 

 باشد: مي mKهای مجهول مسئله تابعي از   بنابراين تمام کمیت

(31) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

m m m m m m m m

m m m

, , ; ,

, ; .

L w x t L

P x t E

   

 

= = 

= 

K K

K

 

مي مشاهده  که  و  همانطور  شده  مقیاس  ضرايب  همه  شود 

بيفراسنج  شده  های  زمان   صورت بهبعد  به  وابسته  تواني  توابع 

هستند و اگر سیال با دبي ثابت وارد ترک شود اين نتیجه بديهي  

 است.

 معادلات حاکم بدون بعد در مقیاس گرانروی 

در اين بخش به حل مساله ترک هیدرولیکي در دو حالت  

و شعاعي در مقیاس     (KGD)ایدو بعدی با شرط کرنش صفحه

صفر  سختي  و  ثابت  ورودی  دبي  با  mگرانروی  0=K    پرداخته
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تحلیل  مي اينکه،  اول  دارد.  اهمیت  جهت  دو  از  حل  اين  شود. 

شروع رشد ترک در يک محیط نفوذناپذير و بدون سختي را ارائه  

تواند اعتباری برای حل در محدوده سختي  کند. دوم اينکه ميمي

 کم را نیز فراهم آورد. 

مقیاس گرانروی در بخش قبل،   در با توجه به معادلات ارائه شده 

جديد   شرايط  و  ترک  شکل  به  توجه  با  معادلات  mاين  0=K  

 يابند: زير کاهش مي صورتبه

 کشساني  یمعادله •

(32) ( )  ( ) ( )

( ) ( )

1
m0

m0 m0
0

m0

2
1

m0 m0 m0
0

1
, , ,
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2
, , ( , ) ,

n

n
n

n

t M d

t G t d

    
 

      


+


  =  = − 


     = 





L
 

انديس صفر در مجهولات  
m0  ،m0    و

m0    بیانگر اين است

mکه سختي برابر با صفر است ) 0=K  در اينجا برای راحتي کار .)

-بازشدگي و نرخ جريان استفاده مياز تغییر متغیر جديدی برای  

 شود.

(33) 
2

m0 m0 m0 m0 m0 m0,  =   =   

 کنیم. کشساني جايگذاری مي یفوق را در معادله یرابطه 

(34) ( ) ( )
1

m0

m0
0

1
,

2
nM d   

 


  = −

  

 زني اپو یمعادله •

(35) 3 m0

m0 m0

n



 = − 


 

 پیوستگي  یمعادله •

(36) 1m0 m0

m0

2 4

3 6 3 6

n nn

n n
 

 

+ − 
− =  − 

 + +  
 

فوق و اعمال شرايط مرزی در نوک    یگیری از معادلهبا انتگرال

 ( داريم: 39 یترک )رابطه 

(37) 
1

1

m0 m0 m0

4

3 6

n nd
n



   + =  + 
+  

 معیار انتشار ترک •

(38) ( )
( )

1
1 2 m0

m0 1 21
0

lim 1 0, or 0, 1
1

n d


   

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
 − = = →

−
  

 شرايط مرزی در نوک و محل تزريق ترک •

(39) 
2

m0 m0

m0 1 m0 1 0 m0 00, 0, 0,
2

n

n   



 

− −

= = = =
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 تعادل جرم یمعادله •

 داريم:  37 یبا معادله 39 یبا ترکیب رابطه

(40) 
1

2

m0 m0

0

2 d 1.n n n   +  =  

 و شعاعی KGDهای رفتار در نوک ترک

-چگونگي رفتار نواحي نوک ترک و رشد آن يکي از دغدغه

-نیمههای تحلیلي و های مهم در حل مسائل شکست است. حل

تحلیلي در نواحي نوک ترک نه تنها اطلاعات مهمي در مورد روند  

قادر مي رشد مي را  ما  بلکه  بهدهد  آن  از  تا  عنوان شرايط  سازد 

در   نوک  عددیحل سنجي  صحت مرزی  -شبهو    تحلیلي  ،های 

 . استفاده نمايیمتحلیلي 

که بر مبنای مکانیک شکست خطي ارائه   14  یبا توجه به معادله

اول شکست   مود  در  کشسان  محیط  نوک  در  ترک  شکل  شد؛ 

حد ريشه دوم از طول ترک است. اگر از چقرمگي محیط    صورتبه

بايست  صرفنظر گردد آنگاه مطابق با همان رابطه، شکل ترک مي

)ی از رابطه  )
3 2

x−    دلیل همبسته  هکه بصورتيپیروی کند. در

  یروانساز و کشساني در نزديکي نوک ترک رابطه بودن معادلات

)صورت هشکل ترک ب )
2 3

x−    است(Desroches et al., 1994; 

Spence and Sharp, 1985).    از تنش  و  فشار  راستا  همین  در 

)یرابطه  )
1 3

x
−

 کند. پیروی مي−

روش حل در نزديکي نوک ترک شبیه رفتار رشد يک ترک در  

نهايت است. با اين توصیف، نتايج حاصل از تحلیل محیط نیمه بي

مجانب شونده نوک ترک هیدرولیکي در میزان بازشدگي و فشار  

 : (Adachi, 2001; Carbonell, 1996a) زير است صورتبه

(41) 
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 فوق داريم:  یبا جايگذاری روابط مقیاس در رابطه
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 ها در مقیاس گرانرویتحلیل ترک

 KGDدو بعدی  تحلیل ترک

-، فرض مي 1985به کمک حل اسپنس و شارپ در سال  

بازشدگي  ک میزان  که  فشار m0نیم   ،m0    سیال نرخ   m0و 

 صورت زير باشد. به

(43) 
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j j

j
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(45) 
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j j
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B B A   

=

  + =  +   

ترم آن  در  ,  هایکه       و   خصوصي  جواب های 

معادلات هستند و رفتار مناسبي را از محیط در محل تزريق ترک  

مي  ,Adachi and Detournay, 2002; Carbonell)  هند دارائه 

1996a)ترم ,های  .       و  معادلات  جواب عمومي  های 

انعکاس    42و    41هستند که رفتار نوک ترک را با توجه به روابط  

-ضرايب مجهولي هستند که از جايگزيني جوابBو jAدهند.مي

در معادلات  کشساني و روانسازی    45و    44،  43ای فرض شده  ه

به    mشوند. مقدارتعیین مي يک عدد محدود است که بستگي 

 توانیم سریما مي  41  یدقت تحلیل دارد. با توجه به رابطه

 زير انتخاب کنیم: صورتبه را 

(46) ( )
2 3

2

0 01 , 3A = − =  

نقطه در  تیلور  بسط  با  که  است  ذکر  قابل  نکته  1اين  از     =

رابطه  46  یرابطه  ترم  41  یبه  رسید.  يک    هایخواهیم  از 

مي پیروی  وزني سری  تابع  ضرب  با  که  )کنند  )
2 3

21 −   و

)ای گیگنباورچندجمله  ).a

bC31  شوند که تعیین ميa    انديس آن

جمله bو چند   ,Abramowitz and Stegun)  استای  درجه 

1972; Andrews et al., 1999; Erdelyi, 1953; Szeg, 1939). 
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31 Gegenbauer polynomials 
32 orthogonal polynomials 
33 Legendre polynomials 
34 Chebyshev polynomials 

چندجمله اينکه  گیگنباورتوضیح  )ای  )a

b C    جمله چند  يک 

 در دامنه  32اورتوگونال  1, 1  است که در نقطه −1 برابر با    =

0صفر است و در ای به يک عدد محدود است. چند جمله  =

چبیشف  33لژاندر جمله 34و  چند  از   گیگنباور حالت خاصي  ای 

( ).a

bC  هستند.  35ای ژاکوبيو همگي حالت خاصي از چند جمله 

0حل تابع

  کند: زير پیروی مي  یاز رابطه 
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2و   36تابع بتای اويلر  Bکه در آن 1F 37تابع هیپرژئومتريک گوسي  

عمومي    است. حل  از  جملات  تمام  برای 
j

   رابطه زير   یاز 

 شود: استفاده مي
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−     − + −       


  

− − − −  
 

B F

B F

B F

F

 

  38  یذکر است که تمام جملات فوق بايد شرايط معادلهلازم به

 را ارضا کند. 

(50) 1

2
0

0, 1, 2, ...
1

j
d j




= =

−
  

معادله با  برای نرخ جريان   37پیوستگي    یمطابق  حل عمومي 

j

 گیری از بازشدگي با انتگرالj

 شودتعیین مي . 

(51) 

( )

( )
( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

2

2 1

2

2 1

1
8 3

2

2

2 1

8 3
2 19 6 19 6

2 3 2 5

2 1 2 1 2 3
, , ; ; , 0

7 2 3 2 3 2

20 1 2 1 5 3
, , ; ; , 1

9 2 3 2 3 2

20 1 2 91
, 1

247 2 3 114

7 1 5 3
, ; ; , 2

9 2 3 2

91 1

2 12 5 1 6 7 2 6 1

j

j j

j

j

d

j

j j j j j



 

 

  

 

  



− −

   
− − =   

   

   
− − =   

   

 
 = − + − 

 

 
+ − = 

 

− 
−

− − + − +



B F

B F

B

F

C C
, 2j

















 

   

 

35 Jacobi polynomials 
36 Euler’s beta function 
37 Gauss’ hypergeometric function 

https://en.wikipedia.org/wiki/Gegenbauer_polynomials
https://en.wikipedia.org/wiki/Orthogonal_polynomials
https://en.wikipedia.org/wiki/Legendre_polynomials
https://en.wikipedia.org/wiki/Chebyshev_polynomials
https://en.wikipedia.org/wiki/Jacobi_polynomials
https://en.wikipedia.org/wiki/Beta_function
https://en.wikipedia.org/wiki/Hypergeometric_function
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0در محل تزريق ترک،    39مطابق با شرط مرزی   ، تغییرات  =

  فشار
j

   در آن بايد منفي باشد، ولي مقدار تغییرات برابر با صفر

( تکمیل  )   يک تابع خاصي بايد با    است؛ بنابراين سری

شرايط تا  ساده  39و    38مرزی    شود  کند.  تابعارضا   ترين 

 صورت زير است: هبرای اينکه هردو شرايط را ارضا کند ب

(52) 2   = −  

 داريم: 32 یفوق در معادله یبا جايگذاری رابطه

(53) 2

2 2

2

1 1
4 1 2 ln

1 1


 




− −

 = − +
+ −

 

 ی ، رابطههمچنین برای تعیین جواب خصوصي نرخ جريان

 دهیم. قرار مي 37 یفوق را در رابطه

(54) 
(

2

2 3

2

1 12
4 1 2 arcsin ln

3 1 1


     



 

− −
 = − − − − + 
+ − 

 

لازم به ذکر است که حل خصوصي، تاثیر قابل اغماضي بر روی 

  رفتار حدی نوک ترک دارد و اين مهم با بسط تیلور تابع  

1  حول  گردد. مشخص مي  =

(55) ( ) ( )

( )

3 2 5 2
2 2

7 2
2

16 28
2 1 2 1

3 15

1 , 1O

 

 

 = − − −

 + − →
  

 

 را تعیین نمود. m0توان مقدار  مي   40  یدر نهايت مطابق با رابطه

(56) 1

0 1 2

m02

0m0

1 4 1 2 10
2 4 ,

3 2 3 7 13 7 19

A A A
d B






   
=  = + + −   

    
 B  

2jها اين انتگرال)بقیه ترم نظر کردن است.( قابل صرف 

نرخ جريان  کردن اختلاف بین  با بهینه و کمینهBو jA.  ضرايب

رابطه از  پوبه  45  یمحاسبه شده  قانون  و  از  اطور مستقیم  زني 

تعیین ميبه  35  یرابطه  برای کمینه  صورت غیرمستقیم  شوند. 

 شود.کردن از روش حداقل مربعات تابع استفاده مي

(57) 
( ) ( )

( )

2

3

m0 m0n

m0

1 m0

d

d
1

i i

i i

 


=

 
−  

  = −
 
 
 

  

,  که در آن 1, 2, .., ni i   نقاطي در بازه   = تعداد    n  است و  0,1(

  nنقاط فرض شده در بازه اشاره شده است که در اينجا مقدار  

برای روند حل  با فاصله  21برابر   های يکسان فرض شده است. 

برنامه مقیاس،  اين  در  شده  نرماشاره  تحت  متمتیکا ای   38افزار 

روش   از  استفاده  با  ضرايب  است.  شده    BFGS 39نوشته 

(Broyden, 1970)    محاسبه شد. برای همگرايي مورد نظر خطای

يابد  کوچکي در نظر گرفته شد. تحلیل عددی تا زماني ادامه مي 

710اين خطا برابر با     که خطای مورد نظر ارضا شود. در نظر =−

 گرفته شد. 

(58) 1 1, 1, 2,3,...s s s s

j jA A j B B − −−  = −   

برای رسیدن به همگرايي است.    sکه در آن   تعداد تکرار حل 

در نظر گرفته    10در اين برنامه از يک تا   mتعداد جملات سری

برایm0و فشار m0شد. در اينجا برای مثال میزان بازشدگي  

1m  آورده شد:  =

(59) ( )

( ) ( )

2 3
2

0 0

2 3 5 3
1 2 2 2

m0 1

1 2 2

2 1

m0

2

1 2 1

1 , 3,

3 1 1

1 1
3 ,1; ;

6 21 1 2
,

3 2 3 10 7 1
,1; ;

7 6 2

A

A B

B

A



 












 = − =

 − + − + 

  
−  

     =  +      
+ −  

  

F

B

F

 

آورده شده است. آداچي و دتورني     1در جدول  Bو    1Aکه مقادير

سال   برای   2002در  مشابه  سیستم  تحلیل  برای  روش  اين  از 

طور مشابه اين ههمچنین بنیوتني استفاده کردند.   حالت سیال

به نیز  شعاعي  ترک  برای  شدروش  گرفته   Savitski and)  کار 

Detournay, 2002). 

  mبرای مقادير مختلفي از    1ای از نتايج عددی در جدول  خلاصه 

 . آورده شده است

 

 

 
38 Mathematica, version 13.3.1.0 39 Broyden–Fletcher–Goldfarb–Shanno algorithm 
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 . : ضرایب سری، طول مقیاس شده، میزان بازشدگي و فشار در محل تزریقKGDنتایج حل عددی در رژیم گرانروی برای ترک  -1جدول 

Table 1- The solution results in the viscosity scaling for KGD crack: series coefficients، scaled length ، opening، and net 

pressure at the injection point. 
10m =  8m =  6m =  4m =  2m =  1m =   

-1.8555 -1.8514 -1.8345 -1.7825 -1.5845 -1.5601 
1

1
10A  

-12.8768 -12.7768 -11.8789 -9.2796 -2.6420 - 
3

2
10A  

-5.2511 -5.1529 -4.4196 -2.6641 - - 
3

3
10A  

-15.0248 -14.4180 -9.6589 -1.2475 - - 
4

4
10A  

-5.9947 -5.6192 -2.8335 - - - 
4

5
10A  

-14.1101 -12.7056 -0.5353 - - - 
5

6
10A  

-3.0171 -3.0579 - - - - 
5

7
10A  

1.6843 0.7301 - - - - 
5

8
10A  

1.0776 - - - - - 
5

9
10A  

0.7013 - - - - - 
5

10
10A  

0.6850 6.8416 6.8207 6.7631 6.5275 6.6322 2
10B 

1.1260 1.1260 1.1261 1.1264 1.1279 1.1288 ( )m0
0 

0.5449 0.5450 0.5450 0.5453 0.5463 0.5469 ( )m0
0 

2.6419 2.6420 2.6426 2.6451 2.6549 2.6332 
1

m0
1

d
−
 

0.6152 0.6152 0.6151 0.6149 0.6137 0.6162 m0
 

6.5e-7 1.56e-6 5.09e-6 2.45e-5 2.77e-4 2.51e-4 m0
 

افزايش  نشان مي  2شکل  همچنین   دهد که اختلاف چنداني با 

10mتعداد جملات سری تا جمله   مشاهده نشد ولي تا حدودی    =

اختلافات   12mاين     مي میزان  افزايش  بر    m0تغییرات يابد. 

ترسیم شده است. با افزايش    3شکل  حسب تعداد چندجمله در  

تا حدودی وابسته به    BFGSتعداد جملات سری، حل به روش  

حدس اولیه برای ضرايب سری خواهد شد. بنابراين ممکن است 

 افزايش جمله تا حدی خطا به محاسبات وارد نمايد. 

 

 

تغییرات بازشدگي مقیاس شده -2شکل 
m0 و فشار سیال در سطوح ترک

m0  در حالت رژیم گرانروی با سختي صفر برای ترکKGD . 

Figure 2- Variations of scaled opening،
m0  ، and fluid pressure at crack surfaces،

m0  ، in viscous-regime for KGD crack. 
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 .ها از سریمیزان مجموع خطای مربعات کامل برحسب تعدادجمله  -3شکل 

Figure 3- The computed amount of least square error according to the degrees of the considered series. 

 ای شکل شعاعی یا سکه تحلیل ترک

سال   در  شارپ  و  اسپنس  مشابه  روش   Spence)1985از 

and Sharp, 1985)،    برای حل مقیاس گرانروی برای ترک شعاعي

شود که میزان بازشدگي  شود. در اين روش فرض مياستفاده مي

m0 و فشار ،m0 صورت زير باشد. به 

(60) 1

m0

0

m

j j

j

B B C
+

   

=

  + =  +   

(61) 
m0

0

m

i i

i

B B A   

=

  + =  +   

ترم آن  در  ,های که      معادلات  جواب خصوصي  های 

ارائه  را در محل تزريق ترک  از محیط  رفتار مناسبي  هستند و 

 ,Adachi and Detournay, 2002; Carbonell)دهند  مي

1996a) های . ترم,     های عمومي معادلات هستند که  جواب

دهند.  انعکاس مي  32و    31رفتار نوک ترک را با توجه به روابط  

,j jC A وB  های  ضرايب مجهولي هستند که از جايگزيني جواب

در معادلات کشساني و روانسازی تعیین    35و    34،  33فرض شده  

 . شوندمي

کنند  از يک سری پیروی مي   هایترم  31  یبا توجه به رابطه 

وزني  تابع  ضرب  با  )که  )
2 3

1 −  چندجمله ژاکوبي و  40ای 

( ), ,i p q G  مي  ,Abramowitz and Stegun)  شوند تعیین 

1972) . 

 
40 Jacobi polynomials 

(62) 
( )

( )

( )
( )

( )
( )

( )

( )

2 3

1

1

1

0

1 10
, 2, ,

310
, 2

3

2
, , 1

2

i i

i

i
j i j

i

j

q i p i j
p q

p i q i j


 

 



−

−

−

−

=

−  
 =  

  
 
 

 +  + −
= −
 +  + −



G

G

 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1

0

, 1 , , , , ,
p q q

i ij i jp q p q p q d     
− −= − G G  

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( )
2

! 1
,

2 2
i

i q i p i p q i
p q

p i p i

 +  +  − + +
=

+  +

 

اينکه چندجمله )ای ژاکوبيتوضیح  ), ,i p q G    يک چند جمله

  در دامنهاورتوگونال   0, 1یاست که در نقطه   1 برابر با صفر    =

در    2و    10.3به ترتیب    qو    pهمچنین مقادير پارامترهای    است.

jتابع نظر گرفته شد.

  کند: زير پیروی مي  یاز رابطه 

(63) 
( ) ( ) ( )

( )
1 3

1

1

1 4
, , 2, ,

34
, 2

3

i i i i i

i


    

−

  

−

−

−  
 = −  =  

  
 
 

G
 

( )

( )

1

2
0 1

i

i d


  



=

−


 

( تکمیل شود تا شرايط )   بايد با يک تابع خاصي   سری 

برای اينکه هردو    ترين تابعارضا کند. ساده  39و    38مرزی  

 صورت زير است:شرايط را ارضا کند به

(64) ln ln 2 1 = − + −  

 داريم:  3-1های فوق در معادله یبا جايگذاری رابطه

https://en.wikipedia.org/wiki/Jacobi_polynomials
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(65) ( ) ( )
1 2

2 18 8
. 1 cos  

 

 − = − −  

  به بايد  نوک  نزديکي  در  و  صفر  سختي  شرايط  صورت در 

( )
3 2

1 −     رفتار کند که در حقیقت با گرفتن بسط تیلور از تابع
  1حول  شود. ، اين امر میسر مي=

(66 ) ( ) ( )
9 2

3 2 5 22
1 O 1 , 1

3
  



   = − + − →
 

 

ای بین ضرايب توان رابطه مي  32کشساني    یمعادلهبا استفاده از  
  و.تعیین کرد 

(67) 
1

m

i ij j

j

C L A
=

=  

 برابر است با: ijLکه در آن 

(68) ( ) ( )
1

1

1
0

0

8
, ( )ij i jL G d d       



     =  
     

4mبرای ijLمقادير مختلف    نشان داده شد.  2در جدول  =

 .=4mبرایijLمقادیر مختلف  -2جدول  
Table 2- various values of Lij for m=4. 

4 3 2 1 ij
L

j i→


 

0.6290 0.8201 2.546 1.912 1 

0.1219 0.8135 -0.03698 0.1982 2 

0.4586 -0.04883 -0.08572 0.003556 3 

-0.02817 -0.08325 -0.007786 0.003472 4 

-0.07449 -0.006443 -0.005216 0.0009090 5 

i,  در نهايت ضرايب iC A  وB  از روش حداقل مربعات    کردنبا بهینه

تعیین   37و پیوستگي    35زني  اپو  یبا جايگذاری سری در معادله

 شوند. مي

(69) 
3

1

m0

0 0

m m

j j i i

j i

B C B A


+
   

= =

    
 = −  +   +    

   
 P  

(70) 1 1 1
2

m0

0 0

4

9

m m

j j j j

j j

B C d B C


  
+ +

   

= =

   
 =  +  +  +    

   
 

C  

m0Pوm0C  از معادله ترتیب نرخ جريان حاصل  زني و  اپو  یبه 

پیوستگي است. در واقع اين دو باهم برابر هستند. تابع عملکرد  

 شود:مي زير تعريف صورتبه آن 

(71) 
2

n
m0

m0

1 m0

1
i=

 
 = −   


P

C
 

,که در آن   1, 2, .., ni i نقاطي در بازه  = )0, تعداد   nاست و 1

اينجا مقدار  اشاره شده است که در  بازه    nنقاط فرض شده در 

 های يکسان فرض شده است.  با فاصله 10برابر 

در نظر گرفته   4در اين برنامه از يک تا    mتعداد جملات سری

برای  m0و فشار   m0شد. در اينجا برای  مثال میزان بازشدگي  

1m  آورده شد.  =

(72) 
( ) ( )

( ) ( )

2 3
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1 2
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 
 = + − − 
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1 3

m0 1 1

2
1 ln 1
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A B


 

−   
 = − − − +  
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2که مقادير  1 1, ,C C A  وB آورده شده است. 3در جدول 

برای مقادير مختلفي از    3جدول    ای از نتايج عددی در  خلاصه 

m   دهد که اختلاف  نشان مي  3جدول    آورده شده است. همچنین

4mیچنداني با افزايش تعداد جملات سری تا جمله مشاهده    =

شود که اين روش خوبي برای تخمین میزان  نشد و دريافت مي

 بازشدگي و فشار در ترک هیدرولیکي حالت شعاعي است.

 ای و شعاعیهای دوبعدی کرنش صفحهی بین ترکمقایسه

  KGDای بین فشار و بازشدگي مقیاس شده در ترک  مقايسه

سکه ترک  شکل  با  در  شکل    4ای  اين  به  توجه  با  است.  شده 

توان میزان بازشدگي مقیاس شده دو ترک را تقريبا باهم برابر  مي

کرد   ⋍)فرض  KGD

m0Radial

m0  .) میزان اينکه  به  توجه  با  اما 

رابطه از  m0یبازشدگي  m0 m mw L=  مي بنابراين  پیروی  کند 

  صورت زير است:به Rwنسبت بازشدگي  

(73) ( )
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 . محل تزریقنتایج حل عددی در رژیم گرانروی برای ترک شعاعي: ضرایب سری، طول مقیاس شده، میزان بازشدگي و فشار در  -3جدول 
Table 3- The solution results in the viscosity regime for radial crack: series coefficients، scaled length، opening، and net 

pressure at the injection point. 
4m =  3m =  2m =  1m =   

3.386 3.409 3.499 3.581 1

1
10A   

11.33 9.805 5.442 - 
3

2
10A   

2.358 2.130 - - 
3

3
10A   

1.646 - - - 
4

4
10A   

6.783 6.784 6.828 6.846 
1

1
10C   

6.864 6.894 6.916 7.098 
2

2
10C   

1.930 2.676 7.777 - 
4

3
10C   

8.867 9.299 - - 
4

4
10C   

2.212 - - - 
4

5
10C   

9.320 9.389 9.011 9.269 2
10B  

1.722 1.729 1.710 1.713 ( )m0
0  

0.6976 0.6974 0.6965 0.6955 m0
  

-، نسبت يا ضريب بازشدگي با زمان افزايش مي 5شکل  مطابق با  

شود که در يک نرخ تزريق ثابت  طور ضمني استنباط ميهابد. بي

میزان بازشدگي بیشتر است اما در زمان اولیه و    KGDدر ترک  

نسبت به ترک شعاعي    KGDترک    زود هنگام میزان بازشدگي در 

)کمتر  )R 1w   .میزان مي  7و    6های  شکلدر     است توانید 

ترک زمان  KGDهای  بازشدگي  در  را  شعاعي  مختلف  و  های 

 مشاهده کنید. 

 

 

 
در حالت رژیم گرانروی با سختي صفر برای دو ترک  m0و فشار سیال در سطوح ترک m0تغییرات بازشدگي مقیاس شده -4شکل 

KGD  ای شکل. و شعاعي یا سکه 

Figure 4- Variations of scaled opening، 
m0 ، and fluid pressure at crack surfaces، 

m0 ، in viscous regime with zero 

stiffness for KGD and penny-shape cracks. 



    

109 

 

2140 زمستان، 2م، شماره هشتهیدروژئولوژی، سال   

Hydrogeology, Volume 8, No. 2, Winter 2024 

 
 .تغییرات ضریب بازشدگي نسبت به زمان -5شکل 

Figure 5- Time history of the opening ratio. 

 
ثانیه به ترتیب از  10000و  5000، 2500، 1000، 500، 100های بر حسب مکان و در زمان KGDتغییرات میزان بازشدگي در ترک دوبعدی  -6شکل 

 برای عرض واحد.   بیضي گون کوچک تا بزرگ
Figure 6- Variation of crack opening in the KGD crack for unit width versus location and different times of 100، 500، 

1000 ، 2500، 5000، and 10000 seconds ، respectively . 
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ثانیه به  10000و  5000، 2500، 1000، 500، 100های ای شکل بر حسب مکان و در زمانتغییرات میزان بازشدگي در ترک شعاعي یا سکه  -7شکل 

 ترتیب از بیضي گون کوچک تا بزرگ.
Figure 7- Variation of crack opening in the penny-shape crack for unit width versus location and different times of 100، 

500، 1000 ، 2500، 5000، and 10000 seconds، respectively . 

 گیرینتیجه
ابتدا، صورت مسئله با توجه به فرضیات آن   پژوهش در اين  

ای و )صفحه  هیدرولیکي ترک    الگوهای هندسي برای دو نوع از  

ها  شد. سپس معادلات حاکم بر اين الگو  تشريح  شکل(  ایسکه 

ساده برای  شد.  با  بیان  حاکم  معادلات  اين  حل  روند  شدن  تر 

 کردن استفادهشرايط مرزی پیشرونده و متحرک، از ابزار مقیاس

است بر  سپس.  شده  حاکم  معادلات  و    KGDی  الگو  دو به حل 

مقیاسای شکل  ترک سکه اين    پرداخته شد.  گرانرویدر  نتايج 

 باشد:  شرح زير ميهپژوهش ب

های همبسته،  تحلیلي ارائه شده برای حل معادله های شبهروش

ی مقايسه  از دقت کافي و سرعت همگرايي بالا برخوردار است. با

ترک در  شده  مقیاس  بازشدگي  هندسهبین  با  مختلف  ها  های 

(KGDنشان مي، ترک سکه )که تقريبا برای دو نوع    دهدای شکل

ی خالص  که میزان فشار مقیاس شدهترک يکسان است. در حالي

 ای است.ای کمتر از ترک سکه در ترک صفحه 

های  های زودهنگام از فرآيند شکست هیدرولیکي، ترکدر زمان

ای  ی سکهها با هندسهای رشد سريعتری نسبت به ترکصفحه 

ای شکل  های سکههای بعدی رشد ترکشکل دارند اما در زمان

 گیرند. شدت پیشي ميهب

ترک    بازشدگي  سکه   از  ایصفحهمیزان  شکلترک  بیشتر    ای 

آن   میزان رشدو همین امر باعث شد که در رژيم گرانروی    است
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